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CARATTERIZZAZIONE DI UNA PORTA ATTRAVERSO IL TEOREMA DI SOSTITUZIONE

Quando le grandezze incognite risiedono in parti del circuito note, possiamo sostituire porzioni del circuito stesso in modo che il comportamento, visto dalla parte in cui sono le incognite, sia tale da non accorgerci della sostituzione effettuata.
L’idea che sta alla base dell’approccio che illustreremo è quindi di suddividere un circuito complesso in un certo numero di sottocircuiti, studiarli, e trovarne circuiti equivalenti più semplici per diminuirne il più possibile la complessità.

TEOREMA DI SOSTITUZIONE (TEOREMA1)
Dati due circuiti accessibili da una sola porta e connessi fra loro, allora è possibile sostituire uno di essi con un generatore di tensione o corrente pari alla grandezza di porta presente nella connessione.
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La sostituzione può essere scelta arbitrariamente (ed è quindi un importante grado di libertà a disposizione dell’analista) tranne che nei casi seguenti:
A. Se il circuito C1 (non sostituito) si comporta come un generatore indipendente di tensione, allora  C2 può essere sostituito solo con un generatore di corrente.
B. Se la porzione C1 (non sostituita) si comporta come un generatore indipendente di corrente, allora C2 si può sostituire solo con un generatore di tensione.

Il significato delle due eccezioni è immediato: in caso contrario ci troveremmo di fronte a due generatori di tensione (corrente) indipendenti collegati in modo da restituire un circuito assurdo (in generale i generatori sono di valore diverso; se fossero dello stesso valore ci troveremmo invece di fronte ad un circuito indeterminato: nel caso di generatori di tensione non sarebbe possibile risalire al valore della corrente).

Altra nota importante riguarda la presenza in C1 di generatori controllati da grandezze in C2: se ciò si verificasse ci troveremmo di fronte ad un 2-porte e quindi sarebbe necessario applicare il teorema 2.

DIMOSTRAZIONE TEOREMA1 (per circuiti LPC: lineari, permanenti continui senza memoria)

	Consideriamo la rete a sostituzione effettuata e supponiamo di studiarla col metodo tabellare; se R è il numero di rami in C1, allora i rami nell’intero circuito sono R+1;

Il metodo tabellare, quindi, ci restituisce 2(R+1) equazioni in 2(R+1) incognite.

Poiché il bipolo sostituito è ancora incognito, le equazioni sono in realtà 2(R+1)-1=2R+1
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Eliminando tutte le altre 2R incognite e lasciando V,I (tensione e corrente sul bipolo sostituito)  avremo 2R+1 equazioni in 2(R+1) incognite che equivalgono ad una sola equazione.

Tale equazione vincola V ed I e data la natura dei circuiti studiati (LPC) non può che essere del tipo:
aV+bI=c  (*)
Questo vuol dire che conoscendo il valore di Vo prima della sostituzione e sostituendo C2 con un generatore Vg=Vo, il valore di Io resta univocamente determinato e vale:

Io=(c/b)-(a/b)Vo

Se possiamo estrarre tutte le cause da C2 si ha c=0 e quindi Io=-c/b

Un discorso analogo vale se sostituiamo C2 con Ig=Io: si avrebbe infatti:

Vo=-(b/a)Io-(c/a)

Giustifichiamo ora in modo rigoroso le due eccezioni che abbiamo spiegato in modo intuitivo:

A. se la rete C2 si comportasse come un generatore di corrente, allora si avrebbe a=0. Infatti questo comporterebbe che Io=-(c/b)=costante. L’equazione (*) diventerebbe bI=c e se sostituissi Ig=Io non potrei in alcun modo determinare V

B. se fosse b=0 il ragionamento sarebbe duale: aV=c significa che devo fissare I=Io con un generatore di tensione, altrimenti tale grandezza potrebbe assumere qualsiasi valore e non potrebbe aversi equivalenza fra il circuito prima della sostituzione e quell dopo la sostituzione.

SIGNIFICATO GRAFICO DEL TEOREMA DI SOSTITUZIONE

	Trattiamo il caso in cui C1 sia costituito da un generatore di tensione in serie ad una resistenza (per il teorema di Thevenin potremo sempre ricondurci a questa situazione) . 
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	L’andamento di I con V è quello indicato in figura, mentre la caratteristica di un generatore di corrente indipendente sappiamo essere una retta orizzontale
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	Pertanto sostituire C2 con un generatore di corrente significa trovare il punto di lavoro (Vo,Io) come intersezione delle due rette: Io è noto e Vo è univocamente determinato dall’intersezione.
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	Il discorso è duale se sostituiamo C2 con un generatore di tensione: la retta di carico la cui pendenza è determinata da R resta la stessa, mentre la caratteristica del generatore di tensione è stavolta una retta verticale


	Anche i casi particolari enunciati nel teorema sono facilmente intuibili graficamente: se C1 si comporta come un generatore di tensione allora R=0 e anche la retta di carico di C1 è verticale.

Ci possiamo trovare di fronte a due rette parallele (non c’è nessun punto di intersezione, per cui le equazioni del circuito non hanno alcuna soluzione) oppure a due rette sovrapposte (il circuito ha infinite soluzioni).

Se invece C1 si comportasse come un generatore di corrente la retta di carico sarebbe orizzontale e si avrebbero due rette orizzontali parallele oppure due rette orizzontali sovrapposte.
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	Graficamente è possibile anche intuire perché il teorema di sostituzione non vale per i circuiti non lineari: se sostituiamo C2 con un generatore di corrente Io, otteniamo più punti di lavoro.
Uno solo è il punto originario, mentre gli altri sono punti di lavoro spuri: spostandoci su uno di questi ultimi verrebbe meno l’equivalenza fra il circuito prima della sostituzione e quello dopo la sostituzione.
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TEOREMA DI SOSTITUZIONE PER CIRCUITI 2-PORTE (TEOREMA 2)

Dato un circuito accessibile da 2 porte è possibile sostituire i circuiti connessi alle porte stesse con due generatori indipendenti di tensione o corrente di valore pari alle grandezze di porta durante la connessione. Nel caso in cui una porta (o entrambe) si comporti come un generatore indipendente allora il circuito ad essa connesso va sostituito con il generatore di tipo opposto
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2

La dimostrazione è analoga al caso di un circuito accessibile da una porta, ma si arriva a un sistema di equazioni anziché ad un’equazione singola:
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dove A e B sono matrici opportune e c1,c2 costanti dipendenti dai generatori nelle reti C1 e C2.

Nel fissare i generatori ci si presentano ovviamente 4 scelte, in ogni caso ci riconduciamo ad un sistema di 2 equazioni in 2 incognite.

Se ad esempio, però, C3 si comportasse verso la prima porta come un generatore di tensione V1=Vg, per poter arrivare ad un sistema risolvibile dovremmo fissare I1 (con un generatore di corrente Ig=I1).

Il teorema è ovviamente generalizzabile al caso N-porte in cui, avendo N-bipoli generici, il metodo tabellare condurrebbe al sistema di N equazioni:
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LIMITI  DI  UTILITA’  DEL  TEOREMA  DI  SOSTITUZIONE
Dovendo conoscere il valore di una delle grandezze di porta e dovendo escludere che un circuito si comporti come un generatore indipendente, il teorema di sostituzione per essere applicato necessita tanto dell’analisi di C1 quanto di C2.

Questo limita l’utilità del teorema al caso in cui una delle grandezze di porta sia nota a priori, altrimenti non costituirebbe uno sgravo di compiti per l’analista.
Ancora più limitante è il fatto che la sostituzione di C2 con il generatore di tensione o corrente vale solo finché tale rete è connessa a C1: in altre parole la caratterizzazione di C2 così effettuata non è generale, ma limitata a questa situazione.

Tuttavia, il teorema di sostituzione è di fondamentale importanza perché permette di dimostrare i teoremi di Thevenin e Norton che, invece, conducono a caratterizzazioni di sottoreti di un circuito che hanno validità generale.
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